
Êîíå÷íîçîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ

Îáùàÿ èäåÿ. Îäíî èç ïðèëîæåíèé âûñøèõ ñèììåòðèé çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñòàöèî-
íàðíûå óðàâíåíèÿ äëÿ íèõ îïðåäåëÿþò êîíå÷íîìåðíûå ðåäóêöèè, ñîâìåñòíûå ñ áàçîâûì
óðàâíåíèåì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü äàíî óðàâíåíèå

ut = f(t, x, u, . . . , un), (1)

äîïóñêàþùåå ñèììåòðèþ uT = g(t, x, u, . . . , um). Ïî îïðåäåëåíèþ, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âû-
ïîëíåíî òîæäåñòâî

Dt(g) = f∗(g) = ∂0(f)g + ∂1(f)Dx(g) + · · ·+ ∂n(f)D
n
x (g), (2)

ãäå Dt = ∂t +∇f � äèôôåðåíöèðîâàíèå â ñèëó (1). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû u(x, t) óäîâëåòâî-
ðÿëà ñòàöèîíàðíîìó óðàâíåíèþ äëÿ ñèììåòðèè, òî åñòü ÎÄÓ

g(t, x, u, . . . , um) = 0. (3)

Òîãäà âûïîëíåíû òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûå ñëåäñòâèÿ Dx(g) = · · · = Dn
x (g) = 0 è èç (2)

ñëåäóåò, ÷òî òàêæå Dt(g) = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå (3) â ñèëó (1) íå
äà¼ò íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèé íà u:

Dt(g)
∣∣
g=0
≡ 0.

Èíûìè ñëîâàìè, äèíàìèêà ïî t ñîõðàíÿåò óðàâíåíèå (3), äåéñòâóåò íà åãî ðåøåíèÿõ.
Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Dx è Dt ïðåâðàùàþòñÿ â ïàðó êîíå÷íîìåðíûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé, êîììóòàòîð êîòîðûõ ðàâåí íóëþ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ÎÄÓ èìåþò ñîâìåñòíîå
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îáùåå ðåøåíèå, ÷òî äàåò íåêîòîðîåm-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé äëÿ èñõîäíîãî
óðàâíåíèÿ (1). Íàñêîëüêî ÿâíî ðåøàþòñÿ ýòè ÎÄÓ � ýòî óæå äðóãîé âîïðîñ, íî, âî
âñÿêîì ñëó÷àå, âìåñòî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ìû èìååì îáûêíîâåííûå, ÷òî
ïðèíöèïèàëüíî ëåã÷å.

Óïðàæíåíèå. Âîçüì¼ì ïåðâîå ïîïàâøååñÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå è ïðèïèøåì ê
íåìó ïåðâîå ïîïàâøååñÿ ÎÄÓ. Íàïðèìåð,

ut = uxx + u2, uxxx = u

èëè ÷òî-òî â ýòîì ðîäå (íàïèøèòå ÷òî-íèáóäü ñâî¼). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû u(x, t) óäîâëå-
òâîðÿëà îáîèì óðàâíåíèÿì. Òîãäà êðîìå íèõ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ âñå óðàâíåíèÿ, ïî-
ëó÷åííûå äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî x è ïî t. Ïîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ñîâîêóïíîñòü
óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ (ñêîðåå âñåãî) ïåðåîïðåäåëåííîé: èç íå¼ ìîæíî ïîëó÷èòü â êà÷åñòâå
ñëåäñòâèÿ íåêîòîðîå ÎÄÓ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà, ÷åì òî, ÷òî ìû ïðèïèñàëè. Âïîëíå âîç-
ìîæíî, ÷òî äàæå ïîëó÷èòñÿ êàêîå-òî ïðîòèâîðå÷èå, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî òàêèõ ðåøåíèé
ïðîñòî íåò.

Åñëè æå ìû ïðèïèñûâàåì íå ïåðâîå ïîïàâøååñÿ óðàâíåíèå, à ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå
äëÿ ñèììåòðèè, òî ñèñòåìà íå áóäåò ïåðåîïðåäåëåííîé. Âîçüìèòå, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ
ïàðó óðàâíåíèé (ïîòåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áþðãåðñà è ñòàöèîíàð äëÿ ñèììåòðèè òðå-
òüåãî ïîðÿäêà):

ut = uxx + u2x, uxxx + 3uxuxx + u3x = 0.

Óáåäèòåñü, ÷òî çäåñü íåâîçìîæíî ïîíèçèòü ïîðÿäîê âòîðîãî óðàâíåíèÿ, äèôôåðåíöèðóÿ
åãî ïî t � òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ, ¾äåëèòñÿ áåç îñòàòêà¿ íà ñàìî óðàâíåíèå.



Âïîëíå èíòåãðèðóåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Åñëè ó íàñ èìååòñÿ èåðàðõèÿ
âûñøèõ ñèììåòðèé uti = gi[u], òî â êà÷åñòâå óðàâíåíèÿ (3) ìîæíî âçÿòü ñòàöèîíàðíîå
óðàâíåíèå äëÿ ëþáîé èõ êîíå÷íîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèè:

G = cngn + · · ·+ c2g2 + c1g1 = 0. (4)

Ïðè ýòîì, åñëè âûñøèå ñèììåòðèè êîììóòèðóþò äðóã ñ äðóãîì, òî ÎÄÓ (4) ñîâìåñòíî
íå òîëüêî ñ áàçîâûì óðàâíåíèåì, íî è ñ ñèììåòðèÿìè òîæå. Â ðåçóëüòàòå, åñëè ïîðÿäîê
óðàâíåíèÿ (4) ðàâåí N , ìû ïîëó÷àåì íåêîòîðûé ëèíåéíî íåçàâèñèìûé íàáîð ïîïàðíî
êîììóòèðóþùèõ N -ìåðíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé

X1, . . . , XM , [Xi, Xj ] = 0, i, j = 1, . . . ,M,

îäíî èç íèõ êîòîðûõ îòâå÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèþ ïî x, à îñòàëüíûå äèôôåðåíöèðîâà-
íèþ ïî t è äðóãèì âðåìåíàì. Ìû âèäåëè, ÷òî êîììóòàòèâíîñòü ñèììåòðèé èìååòñÿ äëÿ
ïðèìåðîâ óðàâíåíèé ÊäÔ è ÍØ, è ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ òàêæå äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ
óðàâíåíèé, åñëè îãðàíè÷èâàòüñÿ àâòîíîìíûìè ñèììåòðèÿìè. Îäíàêî, èç áåñêîíå÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âûñøèõ ñèììåòðèé âûæèâàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî, îñòàëüíûå ñòà-
íîâÿòñÿ ëèíåéíî çàâèñèìûìè.

Êðîìå òîãî, îáû÷íî óðàâíåíèå (4) äîïóñêàåò òàêæå íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ôóíêöèî-
íàëüíî íåçàâèñèìûõ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ, ïðè÷åì îíè ñîõðàíÿþòñÿ è ïðè äèôôåðåíöè-
ðîâàíèè ïî ti:

I1, . . . , IK , Xi(Ik) = 0, i = 1, . . . ,M, k = 1, . . . ,K.

Åñëè îáùåå ÷èñëî ñèììåòðèé è ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ðàâíî ðàçìåðíîñòè ñèñòåìû,M+K =
N , òî îíà íàçûâàåòñÿ âïîëíå èíòåãðèðóåìîé. Â ýòîì ñëó÷àå å¼ ðåøåíèå ìîæåò áûòü, â
ïðèíöèïå, ñâåäåíî ê êâàäðàòóðàì.



Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàåìûå ñèñòåìû îáëàäàþò íåêîòîðîé ãàìèëüòîíîâîé ñòðóê-
òóðîé, òî åñòü, äëÿ ôóíêöèé îò äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ îïðåäåëåíà ñêîáêà Ïóàññîíà
(îíà äîëæíà áûòü êîñîñèììåòðè÷íîé è óäîâëåòâîðÿòü òîæäåñòâó ßêîáè)

{f, g} =
∑
i,j

J ij∂i(f)∂j(g),

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ïåðâûå èíòåãðàëû èíâîëþòèâíû, à âåêòîðíûå ïîëÿ ãàìèëüòîíîâû:

{Ii, Ij} = 0, i, j = 1, . . . ,K; Xi(un) = {Ii, un}, i = 1, . . . ,M.

Òîãäà èç {Ii, Ij} = 0 ñëåäóåò [Xi, Xj ] = 0. Ïðè ýòîì ìîæåò áûòü M < K, òàê êàê
r = K −M ïåðâûõ èíòåãðàëîâ ìîãóò àííóëèðîâàòü ñêîáêó Ïóàññîíà òîæäåñòâåííî (òàê
íàçûâàåìûå ôóíêöèè Êàçèìèðà). Åñëè 2M + r = N , ãäå N ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû, òî
ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ïî Ëèóâèëëþ. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïåðåéòè ê ïå-
ðåìåííûì òèïà äåéñòâèå-óãîë, ãäå îäíà ïîëîâèíà ïåðåìåííûõ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûìè èíòå-
ãðàëàìè, à âòîðàÿ ëèíåéíî çàâèñèò îò ïåðåìåííûõ ti. Ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ, òåîðåìà Ëèóâèëëÿ�Àðíîëüäà óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ïîâåðõíîñòü óðîâ-
íÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ êîìïàêòíà, òî îíà äèôôåîìîðôíà M -ìåðíîìó òîðó, à äèíàìèêà
â ñèëó ëþáîé èç ñèììåòðèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åãî ïðÿìîëèíåéíóþ îáìîòêó.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî èíòåãðèðóåìîñòè ïî Ëèóâèëëþ â êàæäîì êîí-
êðåòíîì ñëó÷àå (òî åñòü, ïîèñê ãàìèëüòîíîâîé ñòðóêòóðû, ïîäñ÷¼ò ÷èñëà ïåðâûõ èí-
òåãðàëîâ, äîêàçàòåëüñòâî èõ ôóíêöèîíàëüíîé íåçàâèñèìîñòè è èíâîëþòèâíîñòè) ìîæåò
îêàçàòüñÿ äîâîëüíî òðóäíîé çàäà÷åé, íå ãîâîðÿ î ôàêòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè è àíà-
ëèçå òèïîâ ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ïåðâûõ èíòåãðàëîâ. Òåì íå ìåíåå, ýòî ðàáîòàåò. Êàê
ïðàâèëî, ïðè ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷ ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ëàêñà.



Ñëó÷àé óðàâíåíèÿ ÊäÔ. Ïåðåéäåì ê íàøåìó èçëþáëåííîìó ïðèìåðó

ut3 = u3 + 6uu1. (5)

Ôàêòè÷åñêè, ìû óæå ðàññìàòðèâàëè äëÿ íåãî ðåäóêöèè âèäà (3). Äåéñòâèòåëüíî, íà âòî-
ðîé ëåêöèè ìû ñòðîèëè ðåøåíèÿ â âèäå áåãóùåé âîëíû, ÷òî ðàâíîñèëüío ñòàöèîíàðíîìó
óðàâíåíèþ äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðâûõ äâóõ ïîòîêîâ:

ut3 + c1ut1 = u3 + 6uu1 + c1u1 = Dx(u2 + 3u2 + c1u) = 0 (6)

(ñì. ôàéë 02_KdV travelling wave solution.nb). Â ñëåäóþùåì ïî ñëîæíîñòè ñëó÷àå
ïîëó÷àåì óðàâíåíèå âèäà

ut5 + c1ut3 + c2ut1 = Dx(u4 + 10uu2 + 5u21 + 10u3 + c1(u2 + 3u2) + c2u) = 0,

êîòîðîå ìû ðåøàëè ÷èñëåííî (ñì. ôàéë 01_Commuting vector fields.nb).



Òåïåðü ìû ïîíèìàåì, îòêóäà âçÿëñÿ ýòîò ïðèìåð, è ìîæåì åãî îáîáùèòü, ðàññìàòðè-
âàÿ âûñøèå ñèììåòðèè, ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè:

ut2n+1 = Dx(An+1) = Rn(u1), R = D2
x + 4u+ 2u1D

−1
x , n = 0, 1, . . .

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíîå óðàâíåíèå äëÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ýòèõ ñèììåòðèé. Òàê êàê
â èõ ïðàâûõ ÷àñòÿõ ñòîÿò ïîëíûå ïðîèçâîäíûå, òî ïîñëå îäíîêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
ïîëó÷àåòñÿ ÎÄÓ ïîðÿäêà 2n

An+1 + c1An + · · ·+ cnA1 + cn+1A0 = 0, (7)

ãäå A0 = 1/2, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Íîâèêîâà.

Íàïîìíèì, ÷òî ïðè n = 1 íàì óäàëîñü ïîíèçèòü ïîðÿäîê óðàâíåíèÿ (6) äî 1, ïðè÷åì
îáùåå ðåøåíèå íàøëîñü â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ, à â âûðîæäåííîì ñëó÷àå ïîëó÷è-
ëîñü ñîëèòîííîå ðåøåíèå. Íå÷òî ïîäîáíîå ìîæíî ïðîäåëàòü è äëÿ óðàâíåíèÿ (7) ïðî-
èçâîëüíîãî ïîðÿäêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âìåñòî ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé çäåñü âîçíèêàþò
òàê íàçûâàåìûå êîíå÷íîçîííûå ïîòåíöèàëû. Èõ òåîðèÿ äîâîëüíî ñëîæíà è ìû íàìåòèì
ëèøü îáùóþ ñõåìó èõ ïîñòðîåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå. Óðàâíåíèå (7) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: óðàâíåíèå

2ggxx − g2x + (4u− ζ)g2 = −P (ζ) = const, (8)

äîïóñêàåò ðåøåíèå g â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè n (ïðè ýòîì P (ζ) òàêæå ìíîãî÷ëåí):

g = ζn +G1ζ
n−1 + · · ·+Gn, P (ζ) = ζ2n+1 + p1ζ

2n + · · ·+ p2n+1.



J Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî (7) ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ ïîëèíîìèàëüíîãî ðåøåíèÿ
äëÿ óðàâíåíèÿ

gxxx + (4u− ζ)gx + 2uxg = 0. (9)

Íàïîìíèì, ÷òî ýòîìó óðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Aj

a = A0 +A1/ζ +A2/ζ
2 + . . . , ζ = −4λ.

Óðàâíåíèå (7) îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðÿä c = ζn + c1ζ
n−1 + c2ζ

n−2 + . . . ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè, òàêîé, ÷òî ïðîèçâåäåíèå g = ac åñòü ìíîãî÷ëåí. Äåéñòâèòåëüíî,
êîýôôèöèåíò ïðè ζ−1 îáðàùàåòñÿ â 0 â ñèëó (7), à êîýôôèöèåíòû ïðè ñëåäóþùèõ îòðè-
öàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ îáðàùàþòñÿ â 0 â ñèëó ñëåäñòâèé èç (7), ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå
ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà D−1x RDx, ñ ïîäõîäÿùèìè ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Äàëåå, êàê ìû óæå çíàåì, óðàâíåíèå (9) ìîæíî îäèí ðàç ïðîèíòåãðèðîâàòü, óìíîæèâ
íà 2g (ðàíåå ìû èñïîëüçîâàëè ýòî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî âñå Aj íàõîäÿòñÿ â
ëîêàëüíîì âèäå). Ýòî è äà¼ò óðàâíåíèå (8) c íåêîòîðûì ïîñòîÿííûì ìíîãî÷ëåíîì â
ïðàâîé ÷àñòè (åñëè â êà÷åñòâå Aj âûáèðàþòñÿ îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû, òî c =

√
P/ζ).I

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè n-ñîëèòîííûõ ðåøåíèé (ïîòåíöèàëîâ Áàðã-
ìàííà) òðåáîâàëàñü ïîëèíîìèàëüíîñòü ψ-ôóíêöèé óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà ïî z =

√
−λ,

ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ ezX . Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ψ-ôóíêöèé óäîâëåòâîðÿåò óðàâííèþ
(9), ïîýòîìó â êà÷åñòâå g ìîæíî âçÿòü g = ψ(z)ψ(−z). Äëÿ n-ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ ýòî
áóäåò, î÷åâèäíî, ìíîãî÷ëåí ïî ζ ñòåïåíè n. Ñëåäîâàòåëüíî, n-ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óäî-
âëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Íîâèêîâà (7). Îáðàòíîå íåâåðíî � íå âñå ðåøåíèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ
n-ñîëèòîííûìè. Ýòî ëèøü ïîäêëàññ ñïåöèàëüíûõ, ñåïàðàòðèñíûõ ðåøåíèé, âûäåëåííûõ
óñëîâèåì áûñòðîóáûâàíèÿ. Äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óñëîâèå ïîëèíîìèàëüíîñòè ψ-ôóíêöèé
íå âûïîëíÿåòñÿ.



Óðàâíåíèÿ Äóáðîâèíà. Íà ïåðâûé âçãëÿä, óðàâíåíèå (8) íè÷óòü íå ïðîùå (7), íî òóò
ïîìîãàåò ïåðåõîä ê êîðíÿì ìíîãî÷ëåíîâ g è P . Ïóñòü

g(ζ) = (ζ − y1) . . . (ζ − yn), P (ζ) = (ζ − e1) . . . (ζ − e2n+1).

Åñëè òåïåðü â (8) ïîëîæèòü ζ = yj , òî ïåðâîå è òðåòüå ñëàãàåìîå îáðàòÿòñÿ â 0 è â
ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ÎÄÓ íà ïåðåìåííûå yj :

g2x|ζ=yj = P (yj), j = 1, . . . , n.

Òàê êàê gx|ζ=yj = −yj,x
∏
i 6=j(yj−yi), òî ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñèñòåìå Äóáðîâèíà

yj,x√
P (yj)

=
1∏

i 6=j
(yj − yi)

. j = 1, . . . , n, (10)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (7) ïîðÿäêà 2n ñâåäåíî ê ñèñòåìå ïîðÿäêà n. Ïðè ýòîì èñõîä-
íîå óðàâíåíèå ñîäåðæàëî n+ 1 ïîñòîÿííóþ c1, . . . , cn+1, à ñèñòåìà (10) ñîäåðæèò 2n+ 1
ïîñòîÿííóþ e1, . . . , e2n+1, êàê è äîëæíî áûòü; òî åñòü, ìû íè÷åãî íå ïîòåðÿëè ïðè çàìåíå.
Ôàêòè÷åñêè, ïîíèæåíèå ïîðÿäêà ïðîèñõîäèò ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ (9) ê (8).

Êðîìå ñèñòåìû ïî x, ìîæíî âûïèñàòü ñèñòåìû, îïðåäåëÿþùèå äèíàìèêó ïî äðóãèì
âðåìåíàì (x = t1):

yj,t2k+1√
P (yj)

=
a(k)(yj)∏

i 6=j
(yj − yi)

, j = 1, . . . , n, a(k)(ζ) = A0ζ
k +A1ζ

k−1 + · · ·+Ak, (11)

ãäå k = 0, . . . , n − 1 (äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî t2n+1 è ñòàðøèì âðåìåíàì, åñòåñòâåííî,
ÿâëÿþòñÿ èõ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè). Ýòè ñèñòåìû êîììóòèðóþò ñ ñèñòåìîé (10) è
äðóã ñ äðóãîì.



Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê ïîëó÷èòü ðåøåíèå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ, òî åñòü, ôóíêöèþ
u(x) ïî ðåøåíèþ ñèñòåìû (10). Ýòî íåñëîæíî: êîýôôèöèåíò ïðè ζ2n â óðàâíåíèè (8)
äàåò ñîîòíîøåíèå −4u+ 2G1 = p1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî

4u = e1 + · · ·+ e2n+1 − 2(y1 + · · ·+ yn). (12)

Ðàññìîòðèì êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âñå êîðíè ek ðàç-
ëè÷íû è âåùåñòâåííû; äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè, ïóñòü

e1 < e2 < · · · < e2n+1.

Òîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû ðåøåíèå ñèñòåìû áûëî âåùåñòâåííûì, íóæíî, ÷òîáû âñå ïåðå-
ìåííûå yj ëåæàëè â òåõ èíòåðâàëàõ, ãäå P (y) ≥ 0, òî åñòü, [e2k−1, e2k], k = 1, . . . , n, èëè
[e2n+1,∞).

e1 y1 e2 e3 y2 e4 e5
y

Y

Íà ðèñóíêå ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíà êðèâàÿ Y 2 = P (y), à øòðèõîâîé ñàì ìíîãî-
÷ëåí Y = P (y). Ïðè ýòîì, åñëè yi è yj ïîïàäóò â îäèí èíòåðâàë, òî â ðåøåíèè âîçíèêíåò
îñîáåííîñòü èç-çà çíàìåíàòåëÿ yi−yj â ïðàâîé ÷àñòè (10). Òàêæå, ðåøåíèå áóäåò íåîãðà-
íè÷åííûì, åñëè êàêàÿ-òî ïåðåìåííàÿ ëåæèò â èíòåðâàëå [e2n+1,∞). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ



âåùåñòâåííîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèÿ ñëåäóåò çàäàâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ yj
òàê:

e1 ≤ y1 ≤ e2 < e3 ≤ y2 ≤ e4 < · · · < e2n−1 ≤ yn ≤ e2n < e2n+1.

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå yj îòäåëåíû äðóã îò äðóãà è íèêàêèõ îñîáåííîñòåé â ñèñòå-
ìå (10) âîçíèêíóòü íå ìîæåò. Ïåðåìåííûå yj áóäóò êðóòèòüñÿ êàæäàÿ â ñâîåé êëåòêå,
ïîýòîìó èç ôîðìóëû (12) ÿñíî, ÷òî ðåøåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé êâàçèïåðèîäè-
÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî x. Ñëó÷àé, êîãäà âñå ïàðû êîðíåé e2k è e2k+1 ñëèâàþòñÿ, îòâå÷àåò
n-ñîëèòîííîìó âûðîæäåíèþ.

Äàëüíåéøåå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû Äóáðîâèíà òðåáóåò âûñøåé ìàòåìàòèêè. Ïðè-
âåäåì ëèøü íåêîòîðûå êëþ÷åâûå ñëîâà. Óðàâíåíèå Y 2 = P (y) îïðåäåëÿåò ãèïåðýëëèï-
òè÷åñêóþ êðèâóþ η = (y, Y ). Íà ñîîòâåòñòâóþùåé ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè ðàññìàòðè-

âàþòñÿ àáåëåâû äèôôåðåíöèàëû ωs(y) =
ys dy√
P (y)

, s = 0, . . . , n − 1. Ìîæíî ïîêàçàòü,

äîâîëüíî ãðîìîçäêèìè, íî ÷èñòî àëãåáðàè÷åñêèìè âû÷èñëåíèÿìè, ÷òî èç (11) ñëåäóþò
ñîîòíîøåíèÿ âèäà

n∑
j=1

ωs(yj) =

n∑
j=1

ysj dyj√
P (yj)

=

n∑
k=1

Msk dt2k−1, s = 0, . . . , n− 1,

ãäå Msk íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå (âûðàæàþùèåñÿ ÷åðåç ej). Òîãäà, èíòåãðèðóÿ ìåæäó
ôèêñèðîâàííîé òî÷êîé η0 è òî÷êàìè ηj íà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâà

θs(η1, . . . , ηn) :=

n∑
j=1

∫ ηj

η0

ωs(yj) =

n∑
k=1

Mskt2k−1, s = 0, . . . , n− 1.

Â ëåâîé ÷àñòè íàïèñàíû êàêèå-òî òðàíñöåíäåíòûå ôóíêöèè îò òî÷åê ηj , ïðè÷åì èõ çíà-
÷åíèÿ îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî äîáàâëåíèÿ èíòåãðàëîâ ïî öèêëàì íà ðèìàíîâîé ïî-



âåðõíîñòè, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî, ãäå æèâóò θs � ýòî n-ìåðíûé òîð. Â ïðàâîé æå ÷à-
ñòè íàïèñàíû ïðîñòî êàêèå-òî ëèíåéíûå ôóíêöèè îò âðåìåí � ôàçû, îïðåäåëÿþùèå
ïðÿìîëèíåéíóþ îáìîòêó íà òîðàõ. Îñòà¼òñÿ ¾âñåãî íè÷åãî¿ � ðàçðåøèòü ýòè óðàâíå-
íèÿ è âûðàçèòü èç íèõ ηj êàê ôóíêöèè îò ôàç (ïîñëå ÷åãî ôîðìóëà (12) äàåò èñêîìîå
ðåøåíèå u). Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ çàäà÷à îáðàùåíèÿ ßêîáè, ÿâëÿþùàÿñÿ ìíîãîìåðíûì
îáîáùåíèåì çàäà÷è îáðàùåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ èíòåãðàëîâ. Îíà ýôôåêòèâíî ðåøàåòñÿ,
îòâåò äà¼òñÿ íàçûâàåìîé ðèìàíîâîé òýòà-ôóíêöèåé, íî ìû îïóñòèì äàëüíåéøèå ôîðìó-
ëû. Êà÷åñòâåííûé âûâîä çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî (ðåãóëÿðíûå) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7)
ÿâëÿþòñÿ n-ôàçíûìè êâàçïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè.
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